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La présentation et la rigueur des solutions sexgux éléments importants dans I'appréciation des
copies. Si un candidat est amené a repérer ceuggeimble étre une erreur d’énoncé, il le signalsua sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliqles raisons des initiatives qu'il a été amemgendre.
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Exercice 1: Soit g(x) = x OR.

n=0
1) Déterminer I'ensemble D ={x OR; g(x) existe}.
2) Calculer g(1) en fonction de e . (e tel que Ine =1)
3) Montrer que xg(x)—g(x +1) est une constante que I'on calculera.

4) Soit k un entier naturel arbitraire.

n
( 1? %est normalement convergente sur [-k , +co[ N D.
nl x+n

Montrer que la série
n>k+1
On désignera la somme de cette série par R, (x). Exprimer g en fonction de R, .
5) a) Montrer que g est continue sur D.
b) Calculer Iim xg(x) et lim g(x) .

X -0, X -0,
xOD xOD

6) Montrer que g admet des dérivées premiere et seconde. Calculer ces dérivées.

7) a) Montrer que lim g(x)=0.
X -+

b) Donner un développement limité a l'ordre 2 de g au voisinage de +oo.
8) Etudier les variations de g pour x dans ]0, +oo[. Préciser la concavité de g et tracer son graphe.
( On étudiera le signe de g'(x) et de g”(x) a I'aide d'un encadrement judicieux de chacune de

ces fonctions).

Exercice 2 :

Un concierge possede 10 clés sur son trousseau. Lorsqu'il souhaite ouvrir une porte, il choisit
une clé au hasard dans son trousseau jusqu’a obtenir la bonne. Soit X la variable aléatoire désignant
le nombre de clés a essayer par le concierge pour ouvrir une porte.

1) Déterminer la loi de X si le concierge essaie les clés sans remise, puis la loi de X s'il les essaie avec remise.
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2) Le concierge essaie les clés sans remise s'il est sobre et avec remise s'il est ivre. De plus, on sait
qu'il est ivre un jour sur 3.

a) Montrer que X admet une espérance, et la déterminer.

b) Aujourd’hui, le concierge a eu besoin de 6 essais pour ouvrir sa porte. Quelle est la probabilité
qu'il soit ivre ?

c) Méme question avec 11 essais.
Probléme :

Dans tout le probleme f: R — R désigne une fonction continue 21 — périodique.

1) Montrer que f est bornée et uniformément continue sur R.

On posera désormais |[f]| = sup|f (t)|.

2) Soient I un intervalle de R et (gn)n>0 une suite de fonctions telle que g,:I - R et

h:I - R une fonction bornée sur I.

Montrer que si la série Zgn converge normalement sur I vers une fonction g, alors la série
n=0

Z hg, converge normalement sur I vers la fonction hg.
n=0

3) Soitre[0,1[, 6 €eR , x € R . Etablir les égalités suivantes :

+0o 2
a) 1+22r”cosn9: 5 L-r .
n=1 r<-2rcosf+1
21 _2
b) —.[ 1-r dt =1
21

0 r? —-2rcos(t-x)+1

2 (1-r2)f(t
4) On pose pour r € [0,1[, x € R, F(x,r)= zlnj 2 (2 rzt()) 1dt
r< —2rcos(t-x) +

+oo
a) Démontrer que F(x,r) :70 Z (an cosnx + by, sinnx) , ol

1 21 1 (21
pour tout n>0, aj :—JO f (t)cosntdt et by :_-[0 f(t)sinntdt .
Tt T
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b) Soit A € ]0,2]. Montrer que

F(x,r)-f(x) =

ij.xm (1-r%) (f(t)—f(x))dt+iJAx—)\+2n (1-r?) (f(t) - (x)) it

2mlx-A 12 —cos(t-x)+1  2MIx+A r2—2c05(t-><)+1

c) En déduire que : [F(x,r)-f(x)|< |t5;'||z)\‘f (x) +2 2 ~2cosA

5|l

d) Montrer que F(x,r) tend vers f(x) uniformément par rapport & x € R quand r tend vers

1 par valeurs inférieures.

5) On pose, pourre [0,1[ et x€ R, ¢(X,r)=arctan( rsinx j |
1-rcosx

I = n
a) Montrer que —(Xx,r) = r'cosnx .
) que (%) Z

& sinnx 2" & r" by,
b) En déduire que ®(x,r) Z " et que —j (x,r)f(x)dx = Z .
: n:]_
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